Codage de sources avec information adjacente et connaissance
imparfaite de la corrélation : le probleme des cadrans
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Résumé — Cet article aborde le probléme du codage d’une source X avec information adjacente Y disponible uniquement au décodeur dans
le cas ot P(Y|X) est mal connue au codeur et au décodeur. Ce type de probleme apparait lors de la compression de données prélevées par
des capteurs en réseau. Nous considérons des sources g-aires et supposons qu’il existe Z tel que Y = X + Z et 1 € GF(q), inconnu, tel que
P(Z=i)=1—-(¢q—1)pet P(Z =j) =p,j #i,avecp € P C [0,1/q] également inconnu. Pour un parametre p fixé, I’entropie de Z est
indépendante de i. Cependant, I’incertitude sur p et la méconnaissance de ¢ rendent inefficaces les schémas classiques de codage avec information
adjacente au décodeur. Cet article propose un schéma de codage reposant sur des codes LDPC non binaires. Le décodeur exploite un algorithme
EM pour estimer conjointement p, ¢ et les symboles émis par la source. Un estimateur permettant d’initialiser efficacement 1’algorithme EM est
également proposé. Nous montrons qu’un estimateur au sens du maximum de vraisemblance naif ne permet pas d’estimer ¢ et p correctement
pour I’initialisation et proposons une méthode d’estimation plus pertinente. L’efficacité du schéma proposé est comparée avec celle de techniques
classiques, montrant sa supériorité tant en termes d’erreurs d’estimation de X qu’en termes de temps de calcul.

Abstract — This paper considers the problem of lossless source coding of a source X with the help of a side information Y available at
the decoder only. Here, we assume that the conditionnal distribution P(Y|X) is not perfectly known, both at the encoder and the decoder.
Indeed, this distribution can be difficult to obtain in practical situations such as distributed coding of measurements by sensors in a network.
We consider g-ary sources and assume an additive model, i.e., there exists a random variable Z such that Y = X 4+ Z and ¢ € GF(q) such
that P(Z = i) =1— (¢ —1)pand P(Z = j) = p, j # 4, withp € P C [0,1/¢] also unknown. For some fixed parameter p, the entropy
of Z is independent of 7. Nonetheless, in this setup, the classical coding schemes with side information at the decoder are inefficient due to
the uncertainty on p and to the fact that ¢ is unknown. This paper proposes a coding scheme based on non-binary LDPC codes. The decoder
estimates jointly p and ¢ with the help of an EM algorithm. We also propose a method to initialize the EM algorithm properly. We show that a
naive Maximum Likelihood estimator does not give satisfying estimates of p and ¢ for the initialization and we propose a more efficient estimation
method. The coding scheme we propose is compared to classical solutions. It performs better in terms of error probability and complexity.

1 Introduction X —> K > D X
Dans les schémas de codage d’une source X avec infor- T
mation adjacente Y disponible uniquement au décodeur (voir Y

Figure 1), la distribution jointe P(X,Y") est en général sup-
posée parfaitement connue. Ceci a permis de concevoir des so-
lutions de codage reposant sur des codes de canal [11], comme

FIGURE 1 — Codage de Slepian-Wolf

les codes LDPC [7, 8]. Cependant, en pratique, la distribution
jointe peut étre difficile a déterminer. Ainsi, dans un réseau de
capteurs, X représente la mesure d’un capteur, qui doit faire
parvenir une version compressée de X en un point de col-
lecte, et Y représente les mesures prélevées par les autres cap-
teurs dont le point de collecte peut se servir pour retrouver X :
P(X,Y) peut dépendre du temps, de la configuration des cap-
teurs, etc. La distribution marginale P(X) peut étre estimée au
codeur et utilisée lors de la compression [5], mais il est en re-
vanche plus difficile de déterminer P(Y'|X), puisque X et YV’
ne sont pas disponibles simultanément au méme endroit [2].

Dans cet article, nous considérons le codage de sources ¢-
aires dans le cas ot P(Y'|X) est mal connue. Plus spécifiquement,
nous supposons qu’il existe Z tel que ¥ = X + Zeti €
GF(q), inconnu, tel que P(Z =i) =1—(¢— l)pet P(Z =
j) =p,j #i,avecp € P C [0,1/q] également inconnu. Ce
type de modele permet de tenir compte d’une incertitude sur le
niveau de corrélation entre X et Y, par 'intermédiaire de p €
P, mais également sur le type de corrélation, par I’intermédiaire
de i. Par exemple, dans le cas binaire, avec IP = [0, 0.1], le fait
de ne pas connaitre ¢ se traduit par une méconnaissance de la
probabilité de transition p = P(Y = 1|X = 0) = P(Y =



0]X = 1), qui peut étre dans [0, 0.1] ou dans [0.9, 1]. Malgré
cette incertitude, les cas p = 0.1 et p = 0.9, par exemple, don-
nent la méme entropie, et donc théoriquement le méme débit de
codage. De plus, on peut démontrer facilement a partir de [9],
qu’un code LDPC a la méme performance pour une probabilité
de transition p ou 1 —p et les algorithmes de décodage proposés
dans [7] sont tout a fait capables de prendre en compte le cas
p > 0.5.

En revanche, quand on ne connait pas p et qu’on sait pas
non plus a priori si la probabilité de transition est donnée par
pou l — p, on se retrouve confrontés a deux difficultés. La
premiere est de choisir un débit de codage adapté. La deuxieme
est de construire un décodeur efficace malgré le manque de
connaissances sur la distribution de probabilités. Plusieurs so-
lutions ont été proposées pour répondre a ces questions ; cer-
taines proviennent du codage de canal et nécessiteraient un tra-
vail d’adaptation a notre probleme. La solution la plus clas-
sique consiste en 1'utilisation d’un canal de retour. Le codeur
transmet une description de la source & un certain débit, le

décodeur tente de reconstruire la source en utilisant les parametres

de la distribution de probabilité correspondant a ce débit. Si le
décodage échoue, le décodeur demande plus de débit au codeur
par I’intermédiaire du canal de retour [10]. Outre la difficulté de
mise en place d’un canal de retour, cette solution implique de
répéter le processus de décodage un certain nombre de fois, ce
qui induit une complexité et des délais de transmission élevés.
Une autre solution serait d’utiliser un algorithme de décodage
LDPC de type min-somme [3], qui n’a pas besoin de la connais-
sance de P(Y'|X) dans son exécution. En revanche, pour étre
véritablement efficace, 1’algorithme doit &tre initialisé avec un
coefficient donné, calculé, lui, a partir de cette distribution.
Cet article propose un schéma de codage sans canal de re-
tour, et reposant sur des codes LDPC non binaires (voir Par-
tie 3), directement inspiré de [4]. Le décodeur exploite un algo-
rithme Expectation Maximization (EM) pour estimer conjoin-
tement p, ¢ et les symboles émis par la source. Nous montrons
qu’un estimateur au sens du maximum de vraisemblance naif
ne permet pas de fournir des estimées de ¢ et p satisfaisantes
pour initialiser 1’algorithme EM correctement (Partie 4). L’ ef-
ficacité du schéma proposé est comparée avec des techniques
classiques, montrant sa supériorité tant en termes d’erreurs d’es-
timation de X qu’en termes de temps de calcul (Partie 5).

2 Modele considéré

Les variables aléatoires sont notées en lettres majuscules,
leurs réalisations en minuscules, et les vecteurs en gras. Les
et {Y,,};'> indépendantes, identiquement distribuées (iid) a
valeurs dans GF(g), ou les quatre opérations élémentaires sont
notées @, ©, ®, ©. Pour ¢ = o™, avec o premier, on note
r = exp (327”) la racine primitive associée a GF(q). Le modele
de corrélation est décrit par Y = X & Z, ou Z est une source
qui génere des variables aléatoires iid dans GF(q). X est dis-
tribuée uniformément, tandis que la distribution de Z est décrite
par un vecteur de paramétres 8 = [0y, ..., 0,_1], avec 0 =
P(Z = k). La valeur prise par 8 n’est connue ni du codeur
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FIGURE 2 — Exemple dans le cas binaire : les zones noircies
représentent I’ensemble des valeurs possibles pour 6 et 6

ni du décodeur et @ peut varier d’une suite {Z,},:> a une
autre. Nous faisons I’hypotheése que 8 peut prendre ¢ formes
différentes : 0V (p) = [1 — (¢—D)p, ..., p]. 6V (p) = [p,1—
(¢ — Dp,p,...,pl, etc., avec p € P C [0,1/g], et P connu.
On note Py I’ensemble des vecteurs 6 possibles. Cet ensemble
n’est pas connexe. L'index i de 8% (p) est appelé le cadran de
0, il permet de désigner la composante connexe de Py a laque-
lle 6 (p) appartient. La Figure 2 représente un exemple dans
le cas binaire, avec P = [0, 0.2].

Pour ce modele, le plus petit débit atteignable par un schéma
de codage de source avec information adjacente au décodeur
est donné par [1]

R = sup H(X|Y,0). (1)
0cPo
le sup étant atteint pour g valeurs différentes de 8, de cadrans
différents, mais de méme p.

Dans [4], un schéma de codage est proposé pour le type de
source considéré ci-dessus, mais dans le cas ou Pg, n’est con-
stitué que d’une seule composante connexe (un seul cadran).
Ce schéma ne peut étre appliqué directement dans le cas ou
Pe comporte plusieurs cadrans. En effet, le décodeur intro-
duit dans [4] estime conjointement le vecteur de source x et
le vecteur de parametres 6, a ’aide d’un algorithme EM. Pour
étre efficace, ce dernier doit étre correctement initialisé, en par-
ticulier dans le bon cadran, ce qui nécessite de proposer un pre-
mier estimateur grossier de 6. Cependant, I’ estimateur proposé
dans [4] ne fonctionne pas lorsque Pg comporte plusieurs cad-
rans, comme on le verra dans la partie 4.

3 Codage et décodage LDPC

Le systeme de codage auquel nous nous intéressons s’ap-

sources X et Y générent des suites de variables aléatoires { X,, },"> puie sur des codes LDPC dans GF(q) que nous décrivons ici.

Une autre possibilité serait de transformer les symboles non-
binaires en plan de bits que 1’on coderait séparément. Mais cela
nécessiterait de mettre en ceuvre des méthodes complexes pour
prendre en compte les dépendances entre plans de bits lors du
décodage [6].
Le codeur réalise le codage du vecteur de source x de longueur

n a 1’aide d’une matrice creuse H de taille n x m, de distribu-
tions de degrés (A\(x), p(x)), et dont les coefficients non nuls
sont dans GF(q). Le décodeur dispose du mot de code u =



H7Tx et d’un vecteur d’information adjacente y de longueur
n, a partir desquels il réalise une estimation au sens du Maxi-
mum a posteriori de x a1’aide d’un algorithme somme-produit
que nous décrivons ici. On peut représenter par un graphe G
les dépendances entre les différentes variables aléatoires du
probléme. Dans ce graphe, on appelle nceuds variables (NV)
les sommets représentant les variables X7 ... X,, et nceuds de
parité (NP) les sommets représentant les composantes Us . .. U,
du mot de code. Une aréte relie un NV ¢ a un NP j si et seule-
ment si H; ; # 0. On note Np(7) ’ensemble des NP connectés
aun NV 7 et Ny (j) ’ensemble des NV connectés & un NP j.
L algorithme somme-produit est un algorithme de passage
de messages dans G. Les messages sont des vecteurs de dimen-
sion q calculés itérativement et initialisés a chaque NV ¢ avec

P(X; =0[Y; =)
P(Xi = k|Yz‘ = yz) .

m,(co) (1) = log

@

A T’itération £, on calcule les messages des NP j vers les NV i

m®(j,i) = Al 7~ (MO, ) 3)
avec
MOG)= ] F(WH,m00)) @
P EeNV(\E
avec §; = ©s; Q H; j, Hyj = ©Hy ; @ H; j et W [a] est une

matrice g X ¢ telle que W[ alp; =6(a®isk),V0 < k,i <
q— 1. A[k] est une matrice ¢ X g qui transforme un message m
en un message 1 = A[k]m avec [; = mjgir — my. F est une
transformée de Fourier particuliere dont la k-eme composante
a pour expression Fi(m) = Zq k®36_m1/zq_0 e M.
Ensuite, chaque NV ¢ envoie un message m® (i,7,y;) aux
NP j auquel il est relié, et calcule un message a posteriori
m® (4,y;). Ces messages sont donnés par :

m@(i, )= > mOG)+m@G6), ©
7 eNp(i)\J

w9 = Y mOG ) +m@6y) . (©)
J'ENv(5)

A partir de (6), chaque NV ¢ calcule une estimée z; telle que

0 = arg max mg) (7). @)

g kEGF(q)

L algorithme se termine si u = H'X® ou si | = Lyax. le
nombre maximum d’itérations.

4 Algorithme EM et initialisation

Dans le cas ou la distribution conditionnelle P(Y|X) n’est
pas parfaitement connue, la matrice H est tout d’abord dimen-
sionnée en utilisant (1), c’est-a-dire pour le pire cas. Ensuite, si
on ne dispose pas de la distribution conditionnelle, on ne peut
initialiser 1’algorithme somme-produit avec (2). On va donc
chercher a estimer conjointement x et @ a ’aide d’un algo-
rithme EM. Cet algorithme itératif produit a I’itération ¢ des
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FIGURE 3 — P(S,, = 0[i,p) en fonction du cadran i et de p,
pour ¢ = 4; les courbes pour ¢ = 1, 2, 3 sont superposées

Vet %0 de 0 et x. D’apres [4],

n (é)
SR

=0y, cn i

I (4
estimées 0

Vk € GF(q), 8" = (8)

ou P(Z) P(X; = kly;,u,0®). Ces quantités sont fournies

par l’algorlthme de decodage LDPC décrit dans la partie 3, ini-
A(0—
tialisé avec 6 Y

Une estimée grossiere é(o) pour initialiser 1’algorithme EM
est obtenue par le décodeur & 'aide des = H'x — H'y =
H7z. On fait I'hypothese ! que les variables aléatoires inter-
venant dans le calcul des composantes s; de s sont distinctes et
indépendantes de celles intervenant dans le calcul de sg, j # k.
A partir de cette hypothese, on effectue une estimation au sens
du Maximum de Vraisemblance (MV) de @ a partir de s. La
log-vraisemblance L;(p) en fonction du cadran i et de p est

H;n09m) ], O

M
=> logF,! H]-‘
m=1

Une estimée @ de 6 est obtenue en maximisant L;(p) par
rapport a 7 et a p. Pour cela, on peut produire une estimée
p; = arg max,, L;(p) par cadran ¢ et conserver le couple (4, p;)
maximisant L;(;). Cependant, nous avons observé que cette
méthode ne produit des estimées satisfaisantes de 7 et de p que
lorsque ¢ = 0 est le vrai cadran.

Ce résultat peut étre interprété de la maniere suivante. Lorsque
le cadran est ¢ = 0, z contient une majorité de composantes
nulles et il en est de méme pour s. En effet, la probabilité
qu’une composante de s soit nulle varie fortement avec la prob-
abilité qu’une composante de z soit nulle (i.e., 1 — (1 — ¢)p),

1. Cette hypothése est fausse, puisqu’une variable X, peut intervenir dans
plusieurs sommes, mais comme chaque X, intervient seulement dans un pe-
tit nombre de sommes, elle semble raisonnable pour obtenir une initialisation
grossiere de 6.
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FIGURE 4 — Ly(p) et Ly(p) lorsque le vrai cadran est i = 1,
calculées a’aide d’un vecteur s de 1000, pour p = 0.05; L1 (p)
ne permet pas d’estimer p

Initialisation P, | Temps (s)
Aléatoire 72 %1073 47.0
Méthode de [4] 7.5x 107! 20.0
Méthode proposée <107° 9.1

TABLE 1 — Comparaison des initialisations possibles

et donc varie fortement avec p, voir la figure 3. Lorsque le cad-
ran est ¢ # 0, z contient beaucoup d’éléments non nuls. Ces
éléments sont combinés aléatoirement via la matrice H pour
donner des composantes de s dont les valeurs sont distribuées
plus ou moins uniformément sur GF(q), avec une distribution
dépendant tres peu de p, voir la figure 3.

Pour résoudre cette difficulté, nous proposons, pour chaque
cadran i, de calculer §) =s© H”i= H"(z©1) ol i est une
vecteur de taille n contenant uniquement des ¢. Lorsque le vrai
cadran est ¢, z contient une majorité de ¢ et z — i contient une
majorité de 0. Avec cette modification, la probabilité P (57(,? =
O|p, %) que la i—eme composante de s soit nulle exprimée en
fonction de p pour le cadran ¢ aura la méme allure que P(S,, =
0|p, ¢ = 0), voir la figure 3. Ainsi, p et ¢ peuvent alors étre es-
timés efficacement, en calculant p; = arg max ii(p), la log-
vraisemblance (9) calculée pour $(). Puis on conserve le cou-
ple (¢, p;) maximisant L;(p;). La figure 4 montre sur un exem-
ple ot i = 1 que, contrairement a L (p), L, (p) permet d’es-
timer efficacement p.

5 Simulations

Considérons le modele décrit au paragraphe 2, avec ¢ =
4 et P = [0,0.08]. Quelle que soit la méthode de décodage
considérée, 100 vecteurs de 1000 symboles sont générés, 20
itérations de décodeur LDPC et 3 itérations de I’algorithme EM
sont réalisées. Pour chaque vecteur, le cadran i et le parametre
p sont générés aléatoirement et uniformément. Un code LDPC

de distributions de degrés A(z) = x et p(x) = 0411z +
0.55922 +0.030x* est utilisé, ce qui donne un débit de R = 1.6
bits/symbole.

Pour un premier jeu d’expériences, I’algorithme EM est ini-
tialisé aléatoirement. On suppose que le vrai cadran est 7 = 0,
on tire p aléatoirement et uniformément dans [P et on applique
I’algorithme EM. S’il ne converge pas, on teste le cadran 7 = 1
et on effectue la méme opération jusqu’a convergence. Dans
le second jeu d’expériences, 1’algorithme EM est initialisé a
’aide de I’argument du maximum de L;(p). Dans le troisi¢me,
il est initialisé avec 1’argument du maximum de L; (p).

Le tableau 1 décrit la probabilité d’erreur de décodage de x
ainsi que le temps nécessaire au décodage pour les trois jeux
d’expériences, montrant I’importance d’une initialisation cor-
recte de 1’algorithme EM.
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